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Introduccién

Descripciéon somera del curso

El objetivo del curso es introducir temas basicos del algebra conmutativa y de la
geometria algebraica, a través de la perspectiva del algebra computacional.

En los anos 60, Buchberger desarroll6 algoritmos para la manipulacién de ecuacio-
nes polinomiales en varias variables. Desde la éptica del dlgebra conmutative (o de la
geometria algebraica afin), su trabajo peude resumirse diciendo que Buchberger cre
un algoritmo que permite, dado un ideal I del dlgebra de polinomios k[z1, ..., z,],
encontrar un conjunto finito de generadores de I, con buenas propiedades — las por
¢l llamadas base de Grobner.

En este curso estudiaremos, junto con el algoritmo mencionado, las propiedades
bésicas de las bases de Grobner, asi como las primeras aplicaciones de estas técnicas:
resolucion de sistemas polinomiales, parametrizacién de variedades afines, el problema
de la implicitacién. Aprovecharemos para dar los primerisimos pasos en el estudio de
la geometria algebraica afin.

Estudiaremos algunas implementaciones de los algoritmos presentados en el curso
en clases de discusién practica (usando SAGE).

CARGA HORARIA: Se daran dos clases tedricas y una clase practica (de discusion de
ejercicios e implementacion de los algoritmos).

PRERREQUISITOS: Un curso de que cubra las nociones béasicas de la teoria de anillos
conmutativos.



6 INTRODUCCION
Programa — cronograma tentativo

(1) Repaso de anillos de polinomios. Anillos, ideales, definiciones bésicas, ideales pri-
mos y maximales. Polinomios en una variable. Algoritmo de divisién para po-
linomios en una variable. Teorema de la base de Hilbert. Polinomios en varias
variables. (4 clases)

(2) Primeras nociones de geometria algebraica. Topologia de Zariski, subvariedades
de k" (variedades algebraicas afines). Parametrizaciones de variedades afines. (3
clases)

(3) Division de polinomios en variaas variables. Bases de Grobner; pesentacion de los
problemas que motivan la construccion. Anillos graduados. Ordenes en los mono-
mios de k[zq,...,x,]. Algoritmo de divisién en k[xy, ..., z,]. Ideales monomiales,
lema de Dickson. (4 clases)

(4) Bases de Grébner propiedades. Teorema de la base de Hilbert revisitado. Bases
de Grobner y generacién finita de ideales. El algoritmo de Buchberger. Bases de
Grobner minimales y reducidas. (4 clases )

(5) Primeras aplicaciones de bases de Grébner. Pertenencia a ideales. Resolucién de
ecuaciones polinomiales. Descripcién del ideal asociado a una subvariedad de k™
descrita paramétricamente. (3 clases )

(6) Mejoras al algoritmo de Buchberger. (1 clase )

(7) Conceptos basicos de la geometria algebraica afin. Nullstellensatz débil. Anillos
noétherianos, anillos artinianos. Suma, interseccion y producto de ideales, su in-
terpretacion geométrica. Ideales radicales, radical de Jacobson. Ideales primarios,
Nullstellenstaz fuerte. La correspondencia ideales—variedades. (4 clases )

(8) Descomposici’on primaria. Descomposici’on de variedades en componentes irre-
ducibles. Producto tensorial. Producto de variedades afines. Morfismos entre va-
riedades afines. (& clases )

(9) Teoria de la eliminacién. Teoremas de eliminacién y extension. Geometria de la
eliminacion. Implicitacion. Puntos singulares. Factorizacién unica y resultantes.
resultantes yel teorema de extensién. (4 clases )



Capitulo 1
Anillos de polinomios

1. Anillos

En este curso trabajaremos con anillos conmutativos con unidad

Definicién 1.1. Un anillo es un quintuple (A, s,m,op,0), donde A es un conjunto,
s,m:AxA— A, op: A— A tres funciones y 0 € A un elemento, tales que

(1) (A, s,0p,0) es un grupo conmutativo, es decir

(1) la suma s es asociativa: si notamos la suma como +, tenemos que (a+0b)+c =
a+(b+c) para todo a, b, ¢ € A, lo que puede resumirse en el siguiente diagrama
conmutativo:

XidA

(AxA)x A~ Ax A

Ax(AxA) A

dg xs

donde r : (Ax A) x A — A x (A x A) es el isomorfismo canénico r((a,b),c) =
(a, (b,c)).

(1) el elemento 0 es el neutro para la suma, lo que se expresa en los siguientes
diagramas conmutativos:

Ay g AdAE oA
id 4 ls id 4 B
A A

donde ¢y : A — A es el morfismo constante igual a 0.

(el opuesto de un elemento para la suma existe y estd dado por la funcién
op: A— A.E| En otras palabras, el siguiente diagrama es conmutativo:

1Es facil ver que si el opuesto a izquierda y derecha existe, entonces tiene que ser dnico.

7



8 1. ANILLOS DE POLINOMIOS

op X id 4

AxA—=Ax A

ida Xopl \ Ls
0

A x A) A

donde ¢y : A x A — A denota el morfismo constante igual a 0.

(rv)la suma es conmutativa, lo que se exprtese e ne Isiguietne diagrama conmu-
tativo

Ax A~ A

| A

Ax A

donde 0 : A x A — A x A es la trasposicién o(a,b) = (b, a).

el producto m es asociativo: si notamos el producto como como -, tenemos que

2) el duct iati i not 1 duct t
(a-b)-c=a-(b-c) para todo a,b,c € A, lo que puede resumirse en el siguiente
diagrama conmutativo:

xid g

(AxA)x A=2 Ax A

A><(A><Aig A

A XM

(3) se cumple la prodiedad distributiva de la suma respecto al producto: (a + b) - ¢ =
(a-c)+(b-c) para todo a, b, c € A, lo que también puede expresarse en un diagrama
conmutativo, que dejamos a cargo del lector.

Notacién 1.2. A partir de ahora asumiremos las notaciones usuales de los cursos
de algebra: elinamos (algunos) paréntesis con la convencién que el producto tiene
precedencia ante la suma (a no ser que haya paréntesis), no escribiremos el - para el
producto cuando no de lugar a confusion, etc. Por supuesto, abusaremos la notaciéon
y diremos que A es un anillo, sin hablar de su sume, producto , opuesto y 0.

Definicién 1.3. Un anillo con unidad es un séxtuple (A, s,m,op,0,1), donde A
es un conjunto, s,m : A x A — A, op : A — A tres funciones y 0,1 € A dos
elementos distintos, tales que

(1) (A, s,m,op,0) es un anillo;

(11) 1 es un neutro para el producto (dejamos a cargo del lector el correspondiente
diagrama conmutativo)
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(1) Un anillo se dice conmutativo si el producto es conmutativo (dejamos al lector la
terea de completar qué quiere decir esto, y escribir el correspondiente diagrama
conmutativo).

Recordemos ahora varias definiciones:

Definicién 1.4. (1) Un elemento de un anillo con unidad es invertible (se dice tam-
bién que es una unidad) su tiene inverso (a ambos lados) para el producto. No-
taremos al grupo de las unidades como A* = {a € A : existe a™'} — notar que
1€ A* y que A* es un grupo, ya que el producto de invertibles es invertible.

(2) Un cuerpo es un anillo conmutativo con unidad tal que todo elemento no nulo es
invertible.

(3) Un divisor de cero en un anillo (conmutativo, con unidad) es un elemento a € A
tal que existe b € A\ {0} con ab = 0.

(4) Un dominio es un anillo conmutativo con unidad sin divisores de cero (no trivia-

les).
(5) Un elemento a € A divide a b € A si existe ¢ € A tal que ac = b. Notaremos a|b.

(6) Un elemento a € A de un dominio A es irreducible si toda vez que a = bc, entonces
o b o c es una unidad.

(7) Un dominio de factorizacion unica es un dominio en donde todo elemento se
escribe de modo tinico como producto de irreducibles ]

Observaciéon 1.5. Recordar que si eliminamos la restriccién 0 # 1, entonces ({0}, Co, Co, 1d, 0, 0)
es el unico anillo con 0 = 1.

Notacién 1.6. A partir de ahora los anillos que consideramos son conmutativos, con
unidad.

Definicién 1.7. Un morfismo de anillos (no necesariamente con unidad) f: A — B
es una funcion entre los anillos A, B, tal que f(a+b) = f(a)+f(b) y f(ab) = f(A)f(c)
para todo a,b € A. Si los anillos tiene unidad, se agrega la condicién f(14) = 1p.

Ejemplo 1.8. La identidad es un morfismo de anillos. La composiciéon de morfismos
de anillos es un morfismo de anillos.

Ejemplo 1.9. Consideremos la funcién k — M,,«,, (k) dada por
f(a) = (On—11><1 Or?ijz;il)

Esta funcién respeta la suma y el producto, pero f(1) # id,xn.

2Por supuesto, a menos de elemetnos invertibles: si @ = p1...pn = @1 ... Gm, con p;,q; irredu-
cibles, entonces m = n y a menos de reordenamiento tenemos que p; = u;q;, donde u; € A*.
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Recordemos ahora la definicién de ideal, e ideal generado.
Definicién 1.10. Dado un anillo A, un ideal de A es un subconjunto I C A tal que
(1) I es un subgrupo para la suma (en particular 0 € I).

(2) I es estable por la multiplicacién por elementos de A: ax € I para todo a € A,
x € I — como estamos asumiendo que A es conmutativo, tenemos también que
xa € 1.

Definicién 1.11. Sea A un anillo. Un ideal I C A es
(1) propio si I # A.
(2) primo si es propio y toda vez que ab € I, se tiene que o a € [ 0 b € I;

(3) maximal si es maximal en la familia de los ideales propios, para el orden de la
inclusién: I es propio, y sisi J 2 I es un ideal, entonces J = A.

4) radical si es propio y toda vez que a” € I para n > 0, entonces a € I.
y

(5) primario si es propio y toda vez que ab € I, se tiene que o a € I o b" € I para
algin n > 0.

Ejercicio 1.1. Si f : A — B es un morfismo de anillos, entonces el nicloe de f,
ker(f) ={a € A: f(a) =0} es un ideal.

Teorema 1.12. Sea A un anillo e I T A un ideal propio. Entonces:

(1) el cociente por la relacion de equivalencia a ~ b sib—a € I admite una estructura
de anillo, tal que la proyeccion candnica 1A — AJ/I es un morfismo de anillos,
con nicleo ker(m) = I;

(2) la proyeccion candnica establece una biyeccion entre los ideals de | cociente y los
ideales de A que contienen a I,

(8) se cumple ademds la propiedad universal del cociente: si f : AltoB es un morfismo
de anillos tal que I C Ker(f), entonces existe un tinico morfismo de anillos f :
A/l — B tal que for = f, es decir el diagrama siguiente es conmutativo

At

ﬂl L
ST

A/l

En particular, ker (?) = W(Ker( f ))
PRUEBA: jEjercicio! O

Proposicién 1.13. Sea A un anillo e I C A un ideal. Entonces



2. POLINOMIOS EN UNA VARIABLE 11

(1)1 es primo si y solo si A/l es un dominio.
(2) 1 es mazximal si y sélo si A/l es un cuerpo.

(8) I es radical si y solo si A/I es no tiene nilpotentes
PRUEBA: jEjercicio! O

Definicién 1.14. Sea X C A un subconjunto del anillo A. El ideal generado por X
es el menor ideal que contiene a X (ver Observacion [1.15)); lo notaremos por (X).

Observacion 1.15. Si X C A, entonces

n

<X>: ﬂJ:{ZaiCL’iiTLEN, a; € A, CL’ZEX}

JcX i=1
donde la intersecicén se toma entre los ideales que contienen a X, y si X = (), entonces
se entiende que las sumatorias en el lado derecho producen el 0 (es decir (0) = {0}).
Definicién 1.16. Un anillo es un dominio de ideales principales si todo ideal es
principal, es decir generado por un elemento.

Un anillo es neetheriano si todo ideal es finitamente generado, es decir esta generdo
pro una cantidad ifnita de elementos[]

Definicién 1.17. Si A es un anillo con unidad, entonces la caracteristica de A se
define asi: se considera el morfismo de anillos f : Z — A, f(n) =14---4+1 (n veces).
Entonces char(A) = n tal que ker(f) = (n), con n > 0.

Notacién 1.18. Cuando trabajemos en un anillo A notaremos n = f(n) = 14---+1
(n veces). Asi, en Zy tenemos que 4 = 0.

Ejercicio 1.2. Hacer los ejercicios para Sage —|1.16]

2. Polinomios en una variable

Definicién 1.19. Si A es un anillo, en anillo de polinomios con coeficientes en A,
que notaremos por Alz], se define asi:

(1) Se considera el conjunto de las expresiones ) a,z", donde a, € A, nulo salvo
para una cantidad finita de subindices.

(2) Se define la suma de dos polinomios p = >~ ja,2™ y ¢ = >~ bya™ como

oo

p+q=Y (an+by)z".

n=0

3Esta no es la “definicién usual”, que es que toda cadena ascendente de ideales estabilice. Esta
definicién es equivalente a la que dimos, y es equivalente también a que si M es un A-mddulo
finitamente generado, entonces todo sub-médulo es finitamente generado.
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(3) Se define el producto de dos polinomios p = > 7 ja,z™ y ¢ = > - byx™ como

oo

pg=p-q=>> (Y, a+b)z".

n=0 t+s=n

Observar que el polinomio 0 = )7 /02" es el neutro de la suma, y el polinomio
1 =1+, 02" es el neutro del producto.

Observacién 1.20. Si A es un anillo, entonces A[z] es una A-dlgebra; ya que inc :
A — Alz], inc(a) = a+ > >, 02", es un morfismo de anillos inyectivo.

Notacién 1.21. Sip = > 2 a;x" € Alz] es tal que a; = 0 para todo ¢ > n lo
notaremos como = p Z?:o a;x". Si podemos asumirlo, asumiremos que a,, # 0.
Definicién 1.22. Consideremos un polinomio p = Y 2 a;a’ € Alz] tal que a; = 0
para todo ¢ > n, con a, # 0.

(1) Si p # 0, diremos que p tiene grado n y notaremos gr(p) = n. El polinomio 0
tiene, por definicién, grado —ooE]

(2) Diremos que a;x’ es el término de grado i — en general supondremos que i < n,
pero esto no es necesario para la definicion. La expresion z* es el monomio de
grado i; a; es el coeficiente de p en el grado 1.

(3) Si gr(p) = nm > 0, diremos que a,x™ es el término lider, a, es el coeficiente
lider, y ™ el monomio lider — jnotemos que 0 no tiene término lider!. Notaremos
anz" = LT(p), an = LC(p) y 2" = LM(p).; asi LT(p) = LC(p) LM(p).

Notacién 1.23. Notaremos A,[z] = {p € Alz] : gr(p) < n} — observar que A,[z]
es un A-submédulo de Alx].

Ejercicio 1.3. Sean p,q € A[z].

(1) Se cumple que gr(p + ¢q) < méx{gr(p),gr(q)} v gr(pg) < gr(p) + gr(q)-

(2) Si A no tiene divisores de cero, entonces gr(pq) = gr(p) + gr(q). ;Puede mejorar
este enunciado?

(3) Dar ejemplos para (1) donde las desigualdades son estrictas.

Ejercicio 1.4. El objetivo de este ejercicio es detectar los polinomios invertibles y

nilpotentes (es decir tales que p™ = 0 para algin m).

(1) Probar que si A es un anillo y € A es nilpotente, entonces 1 + z es nilpotente.

(2) Deducir que si u € A* es un elemento invertible (una unidad, A* denotara el
grupo de las unidades de A) y x € A es nilpotente, entonces u + x es una unidad.

40tra opcién es decir que el polinomio nulo no tiene definido su grado. Para trabajar con
operaciones depolinomios es mds conveniente decir que gr(0) = —oo, pero para trabajar con nociones
como la de valuacuién, es mejor decir que el grado de 0 no esta definido.
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(3) Probar que un polinomio p = ag + --- + a,2" € Afz] es invertible si y sélo si
ag es invertible y aq, ..., a, son nilpotentes. SUGERENCIA: si ¢ = by + -+ + b,,x es
la inversa de p, probar por induccién en 7 que (a,0""'b,,_, = 0, para asi probar
que a, es nilpotente. Entonces aplicando la parte (2) tenemos por induccién lo que
queremos.

(4) Probar que un polinomio p = ag + -+ + a,z" € A[z] es nilpotente si y sélo si
ao, - - . , 4y es nilpotente.

Ejercicio Optativo 1.5. (1) Probar que p = ag + - - 4+ a,2" € A[z] es un divisor
de cero (es decir existe 0 # g € Alz]| con pg = 0) si y sélo si existe 0 # a € A tal
que ap = 0 — en otras palabras, podemos tomar ¢ = a. SUGERENCIA: tomar ¢ con
el menor grado posible. Si ¢ = by + ...b,,x™, entonces a,b,, = 0, como a,qp = 0,
tenemos que a,q = 0. Por induccién, tenemos que a,_,.¢ = 0 para 0 < r < n. Para
terminar, observar que a;by — 0, de donde tenemos que pby = 0.

(2) Deducir que si A es un dominio (es decir no tiene divisores de cero), entonces
Alx] también es dominio.

Definicién 1.24. Dados dos polinomios ¢,q € Alz], diremos que p divide a q, y
notaremos p|q, si existe h € Alx] tal que g = hp.

Ejercicio 1.6. Sean p,q € k[z] (k nota un cuerpo). Probar que gr(p) < gr(q) si
y s6lo si LT(p)|LT(q). Probar que si en vez de un cuerpo k consideramos un anillo
cualquiera, entonces el resultado no es necesariamente cierto.

Proposicién 1.25. Sea f : A — B un morfismo de anillos. Si b € B, entonces
existe un unico morfismo de anillos fy, : Alx] — B que extiende f y tal que fi(z) = b.

PRrRUEBA: Es claro que f; (Z aixi) =5 a;b’ es la tinica extensién posible. O

Definicién 1.26. Sea A un anillo y a € A. Definimos la evaluacion en A como el
morfismo de anillos ev, : A[z] — A inducido por ids : A — A, tal que ev,(z) = a. Si
p € Alx], notaremos p(a) = eva(p).

Los ceros de un polinomio p € A[z] son los elementos de A tales que ev,(p) = 0.

El siguiente teorema serd una consecuencia del primer algoritmo que veremos, que
serd el de divisién de polinomios con coeficientes en un cuerpo (Algoritmo [1.1).

Teorema 1.27. Sea A un dominio (es decir, A no tiene divisores de cero), y consi-
deremos dos polinomios p,q € Alx]. Entonces existen h,r € Alz], a € A\ {0}, con

gr(r) < gr(q) tales que

ap = hq + .

Sibe A\ {0}, j,s € A[z] con gr(s) < gr(q) son tales que bp = jq + s, entonces
br =aj y bh = ay.
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PRUEBA: Supongamos probado el teorema cuando A es un cuerpo. Entonces aplica-
mos el algoritmo y tenemos una solucién al problema, que todavia no sabemos
que sea unica. Si A es un dominio cualquiera, entonces tenemos una solucién al pro-
blema para el cuerpo de fraccciones de A, que notaremos [A]. Entonces, tenemos
h,7 € [A][z] tales que gr(r) < gr(q) y

(1) p=nhq+T.

Sih=Y ;—Z.TZ yr=>_ %xl, con ¢, e; € Ay d;, f € A\ {0 entonces multipli-
cando ambos lados de la ecuacion por a = [[d; ] fi tenemos que

ap = aﬁq +ar

donde ah,ar € Alz], y gr(ar) < gr(q).

Supongamos ahora que tenemos otra soluciéon bp = jg+ s, con b € A\ {0},
J,s € Alzx], y gr(s) < gr(q). Entonces, tenemos que

a(jq+s) = blhq + 1),

de donde
(2) (aj — bh)q = br — as.

Como A no tiene divisores de cero, el grado de la ecuacion tiene grado mayor
o igual a gr(q), y el grado del lado derecho estrcitamente menor a gr(gq), a no ser
que ambos polinomios sean el polinomio 0. Eso sélo puede pasar cuando as = br, y
aj = bh, pues ¢ no es el polinomio nula (estamos aqui aplicando el Ejercicio para
poder garantizar que en A[x] no hay divisores de cero). O

Corolario 1.28. Sik es un cuerpo, entonces dados p,q € klx|, ¢ # 0, ezisten unicos
h,r € K[z], con gr(r) < gr(q), tales que p = hq+r.
PRUEBA: Ejercicio. O

Veamos entonces el algoritmo de divisiéon para polinomios en una variable.

Algoritmo 1.1. INPUT: Dos polinomios p, ¢ € k[x], con ¢ # 0.
OuTpUT: Dos polinomios h,r € k[z], tales que gr(r) < gr(qw) y p = ghq +r

CONSTRUCCION DEL PSEUDO-CODIGO:

Idea de la construccion: Consideramos como invariante la ecuaciéon p = hq + r. La
inicializamos en h = 0y r = p. Si gr(p) < gr(q) el algoritmo termina. Si no, conside-
ramos el monomio bx® tal que el término lider de bx®q es el término lider de 7. Se lo
agregamos a h 'y se lo sacamos a r (por lo que le baja el grado). Para que la igualdad
siga siendo cierta, tenemos que restar a r también el polinomio bx®*q — LT (r) — como
LT (bz*q) = LT(r) tenemos que gr(r — ba*q — LT(r)) < gr(r). Tenemos entonces que

SEstamos asumiendo que si ¢; o e; son nulos, entonces el denominador correspondiente es 1.
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p=hq+r,donde h = h+bx®y r =r —bx*q, con el grado del nuevo r estrictamente
menor al que teniamos.

Repetimos este proceso hasta que obtenemos que el grado del r sea estrictamente
menor de gr(q), y ahi el algoritmo para, ya que los grados estdan acotados por 0 —
mejor dicho: los grados polionomios no nulos estan acotados por 0, y el grado del
polinomio 0 es estrictamente menor que 0.

Pseudo-codigo

Input: p, g

Output: h,r

h:=0;,r=p

WHILE 7 # 0 and LT(¢)| LT(r) DO
h:=h+ LT (r)/LT(q)
r:=r—LT(r)/LT(q)q

RETURN h,r

El psuedo-cédigo es vdlido: [J

Para ver que el algoritmo produce el resultado deseado, observemos que la igual-
dad p = hq + r se mantiene a lo largo de todo el algoritmo:

En la primera etapa la ifgualdad se cumple po cosntruccion. Si en la etapa J
se cumple, en la etapa j + 1 o bien verificamos que gr(r) < gr(q) y el algoritmo
termina, o bien tenemos nuevos polinomios. Tenemos entonces que ver que p = (h +

LT(r)/LT(q))q + (r — LT(r)/LT(q)), lo que es una cuenta facil.

Ya vimos que el algoritmotermina: en cada etapa el grado del polinomio r decrece
estrictamente, por lo que tendremos que en algiin momento serd menor que gr(q). O

Ejercicio 1.7 (Algoritmo de Euclides). (1) Construir el algoritmo de divisién para
los ntimeros enteros.

(2) Construir el algotirmo de divisién para el maximo comin divisor de
(1) Dos nimeros enteros.
(11) Dos polinomios con coeficientes en un cuerpo.

Ejercicio 1.8. Es un buen momento para hacer los ejercicio para sage y

Una consecuencia inmediata del algoritmo de divisién, es que si k es un cuerpo,
entonces k[x] es un dominio de ideales principales:

6Es decir, el algoritmo termina y produce el resultado deseado.
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Proposicién 1.29. Sea k un cuerpo. Entonces klz| es un dominio de ideales prin-
cipales. Mds ain, si ¢ # 0, entonces p € {(q), si y solo si el resto de dividir p por q es
cero, y (€) = (p) si y sdlo si existe a € k tal que ap = L.

PRUEBA: Sea I un ideal, y tomemos g € I\ {0} del menor grado posible (tal ¢ existe
porque el conjunto {gr(¢) : £ € I} C N estd acotado inferiormente). Dado p € I, sean
h,r como en el algoritmo de divisién. Entonces r = p — hq € I, con gr(r) < gr(q),
por lo que » = 0. El reciproco es claro.

Sea ahora £,p € k[z] tales (¢) = (p). Entonces ¢ = hp, con h € k[z]. Luego,
gr(¢) = gr(h) 4+ gr(p). Del mismo modo p = j¢, con j € kx|, por lo que gr(p) =
gr(7) + gr(¢). Deducimos que grh = gr(j) = 0, y el resultado sigue. O

Observacién 1.30. En los cursos de algebra se ve que tenemos entonces que k[z] es
un anillo neetheriano, dominio de factorizacién tnica.

Queda entonces la pregunta que pasa cuando consideramos un anillo cualquiera.
En ese caso la situaicén es un poco mas complicada:

Ejercicio 1.9. Dar un ejemplo de un anillo A y un ideal I C Alz| que no sea
principal.

Sin embargo, el teorema de la base de Hilbertﬂ nos dice que si A es neetheriano,
entonces Alx] también lo es:

Teorema 1.31 (De la base de Hilbert). Sea A un anillo netheriano. Entonces Alx]
es un anillo netheriano.

PRUEBA: Veamos ahora una prueba “no algoritmica”, luego veremos otra prueba.

Sea I C A[z]| un ideal. Queremos probar que es finitamente generado. Considere-
mos
J ={a € A: a es coeficiente lider de un polinomio p € I} C A

Afirmamos que J es un ideal: Sib € Jy a € A, sea p € Alx] tal que b = LC(p).
Entonces LC(ap) = ab. Si ¢ € J es otro elemento, sea ¢ € A[z] tal que LC(q) = c.
Entonces LC (J:gr(q)p + J:gr(p)q) = b+ c¢. Por otra parte 0 = LC(0), por lo que J # 0.

Como J es unideal de A que es noetheriano, tenemos que existen ji,...,75; € J
tales que J = (j1,...,Js). Sean py,...,ps € I tales que LC(p;) = j;. Tenemos que
(p1,...,ps) C I, pero todavia nos falta encontrar algunos generadores més. Primero
observemos que podemos tomar cada p; con grado minimo entre los polinomios que

"La historia de este teorema es muy interesante: Hilbert lo presenta en su trabajo [], para
probar un resultado de “generacion finita de invariantes”. Pero... en la época en que este resultado
fue presentado, la comunidad matematica no tenia resuelto aun la discusion sobre la veracidad o no
del axioma de eleccién (que siendo un axioma, se puede incorporar a la teorfa o no...), por lo que
fuee fuertemente criticado. Entonces ,Hilbert propuso otra prueba para su teorema de generacién
finita de invariantes en [], usando lo que ahora se conoce como el “truco unitario de Hilbert.
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tiene a j; como coeficiente lider; sea £ = min{gr(p;)}, reordenando, podemos suponer
que ¢ = gr(p;). Sea M C J el conjunto de los polinomios con grado menor que 7. Es
claro M es un A-submodulo de J, por lo que tenemos que es finitamente generado
por qi, ..., q;.

Sea ahora p un polinomio cualquiera de /. Entonces existen aq,...as € I tales
que LC(p) = >~ aiji, por lo que hy = p—3_ a;p; € Ij con gr(h1) < gr(p). Sigr(hi) <
entonces h; € M, por lo que existen b; € A tales que hy = > b;q;. Luego p = hy +
suma;p; + >, biq; € (p1,-..,Ps, Qs - - -, qGe)- Si N0, repetimos el proceso y por induccién
llegamos a que existen ¢y, ..., ¢, dy,...,d; € A tales que p = > cipi + > dig;. O

Ejercicio 1.10 (El algoritmo de Rufini). Observar que el algoritmo de Rufini no
es nada mas que una implementacion astuta del algoritmo de division, en un caso
particular.

Veamos ahora cémo utilizar la division de polinomios para describir mejor el
comportamiento de un polinomio en relacién a sus ceros.

Proposicién 1.32. Sea A un anillo. Entonces a € A es un cero de p € Alzx] siy
sdlo si (x — a) divide a A.

PRUEBA: Consideremos la divisién de p por (x —a): existen b,r € Ay g € Alz] tales
que bp = q(z — a) + r — notar que r € A porque tiene grado < 0. Si p(a) = 0,
entonces bp(a) = 0, por lo que r = 0.

Reciprocamente, si (x — a) |p, tenemos que p = ¢((z — a), por lo que p(a) =0. O

Corolario 1.33. Un polinomio no nulo p € Alx] tiene a lo sumo gr(p) raices conta-
das con multiplicidad.

Proposicién 1.34. Sea A un anillo. Entonces el morfismo de anillos v : Alz] —
A (las funciones de A en A) dado por p(p)(a) = p(a) es inyectivo si y solamente
st A es infinito.

PRUEBA: Si A = {ay, . ..,a,} es finito, entonce p = [ [(x —a;) es un polinomio mdnico
(es decir su coeficiente lider es 1), por lo que no es el polinomio nulo, pero ev,(p) = 0
para todo a € A.
Reciprocamente, si A es infinito, entonces p4(p) = 0 si y sélo si p(a) = 0 para
todo A, por lo que p es el polinomio nulo, por el Corolario [I.33] O
Terminemos esta seccién viendo un resultado muy 1til a la hora de trabajar con
ideales en anillos de polinomios con coeficientes en un cuerpo

Ejercicio 1.11. Sean I = (p), J = (q) C k[z]| dos ideales en un anillo de polinomios
con coeficientes en un cuerpo. Entonces

(HInJ= <mcm(p, q)>
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(2) I.J = (pq) (recordar que I.J = (fg: f € Ig € J). En particular, I"™ = (p").
(3) I +J = {(mcd(p,q)).

Terminemos esta seccion recordando la definicién de cuierpo algebraicamente ce-
rrado.

Definicién 1.35. Seak C K una extensidn de cuerpos (es decir, k y K son cuerpos).
Un elemento a € K es algebraico sobre k si existe un polinomio p € k[x] tal que a es
un cero de p cuando p se considera como elemento de Kz]. Si todo elemento de K
es algebraico sobre k, diremos que K es una extensién algebraica de k.

La clausura algebraica de k en K es el conjunto (jes més que un conjunto!) de
los elementos de K que son algebraicos sobre k. Si la clausura algebraica de k en K
coincide con k, diremos que k es algebraicamente cerrado en K.

La nocién de clasurua algebraica tiene una version absoluta:

Definicién 1.36. Un cuerpo k es algebraicamente cerrado si todo polinomio en k|x]
tiene al menos una raiz.

Observacién 1.37. Aplicando la Proposicién tenemos que un cuerpo k es al-
gebraicamente cerrado si todo polinomio no nulo en k[z| tiene tantas raices contadas
con multiplicidad como su grado.

Tenemos entonces el siguiente lema

Lema 1.38. Si un cuerpo k es algebraicamente cerrado, entonces es algebraicamente
cerrado en toda extension k C K.

PRUEBA: Un polinomio p € k[z] ya tiene todas sus posibles raices en k. O

Definicién 1.39. La clausura algebraica de k, que notaremos k, se define como la
mayor extension algebraica de k (hay que probar que existe). Se puede probar que es
k es algebraicamente cerrado.

Ejemplo 1.40. Los complejos C son la clausura algebraica de R y Q.

3. El algebra de polinomios en varias variables

Definicién 1.41. Sea A un anillo. Definimos el Anillo de polinomios en n variblaes

con coeficietnes en A, que notamos Alzy, ..., x,], se define asi:

(1) Se considera el conjunto de las expresiones > 7 _gai i, o]
a;, ..., € A, nulo salvo para una cantidad finita de subindices.

...z’ donde
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(2) Se define la suma de dos polinomios

o0 oo
i1 7 o i1 7
p E @iy, gy Ty q = E biy,.. ity ..

21 4enesbn =0 =0
CcCOomo
o0
= i1 i
p + q - Z (ai17"'7in + bi1,...7bn)$1 e l'n",
21 4.0yt =0

(3) Se define el producto de dos polinomios

o oo
1 7 _ i1 7
D E Qiq,finy - - Inn yq= E bil,...,inxl ce . xnn

01 yeeeyin =0 U1yeesin=0

CcOo1mo
oo

pq = Z ( Z ail,...,z’nbil,,,,,bn)x? .. xfln

t1,05tn=0 a;+b;=t;

oo

inin—0 021" ...z es el neutro de la suma, y el

Observar que el polinomio 0 =)

polinomio 1 =1+ sum® ,; _,0zi ... 2% es el neutro del producto.

Observacién 1.42. Nuevamente, es claro que la inclusiéon A C Alzy,...,x,] dada
por a — a + sum$° ; _0xf' ... 2» es un morfismo de anillos: Afzy,...,2,] es una
A-élgebra.

Podemos generalizar la propiedad universal de la Proposicién [1.25] como sigue.

Proposicién 1.43. Sea f : A — B un morfismo de anillos. Si by,...,b, € B,
entonces existe un unico morfismo de anillos fy, ., : Alz1, ..., x,] — B que extiende

f v tal que fi(z) = 0.

. [e’e) i1 7 . oo 11 7
PRUEBA: Es claro que f, s, (Zil,...,in:O @iy i XL xnn) = Zil,...,z'nzo a;, b . b
es la unica extension posible. 0

Un anillo de polinomios en n variables puede verse (por recurrencia) como un
anillo de polinomios en j—varaibles, con j < n (pero con coeficientes en otro anillo)

Proposicién 1.44. Sea A un anillo. Entonces Alxy, ..., T, = (A[xl, e ,wn_l]) (2]
Mas en general, si [n] = {i1,..., i} U{j1,...,Jnt} €s una particion del conjunto
n] ={1,...,n}, entonces
Alxy, ... x| = (A[:cz-l, . ,xit])[:cjl, e ]

PRUEBA (A COMPLETAR): Si probamos el primer isomorfismo, el resto del enunciado
se deduce por induccion en s, t.
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Para probar el primer isomorfismo, usar las propiedades universales (proposiciones
y [1.43). Observar que nuevamente se peude hacer una induccién para facilitar
las cuentas. U

Notacién 1.45. Observar que z1,...,x, son “variables”, por lo que podemos cam-
biar su notacién por otros nombres. Asi, la proposicién [1.44] se puede enunciar asi:

Y

Ay, T, Y1, Um] 2 A, ][y, - Yl

Notar que eliminamos también un par de paréntesis curvos.

Dejamos como ejercicio opcional un resultado un poco més avanzado (pues se
necesita saber la construccién del producto tensorial de médulos)

I

Ejercicio Optativo 1.12. Sea A un anillo. Entonces Alxy,...,Zn, Y1, -, Yn)
Alxy, ..., 20 @4 Aly1, - .., Ym] (isomorfismo de dlgebras).

La Proposicion [1.44] nos da una herramienta para trabajar con polinomios en
varias variables de la cual haremos uso y abuso, por lo que vale la pena hacer al
menos un ejercicio al respecto:

Ejercicio 1.13. Consideremos p = 2%y32% + 22%y%2 — 32%9°2° + 322 — 20+ 2+ 3 €
k[z,y, z]. Escribir p como polinomio en kx, y][z], k[z, z|[y] v K[y, 2][x].

Si A es noetheriano, aplicando el Teorema de la bvase de Hilbert (Teorema |1.31))
de modo recursivo, tenemos esta generalizacion:

Teorema 1.46 (De la base de Hilbert). Sea A un anillo neetheriano. Entonces
Alxy, ..., z,] es netheriano.

PRUEBA (A COMPLETAR): Aplicar induccién completa en el nimero de variables. [J

Imitando la Definicién [1.26] podemos definir “ceros de un polinomio” — esta
definicién serd crucial para poder definir conjuntos algebraicos).

Definicién 1.47. Sea A un anillo, p = 377> . _jai, . i,27 - catn e Alry, .., xn y
a=(a,...,a,) € A" La evaluacion de p en a, que notaremos ev,(p) = ev(a,,....a,)(P) =
p(a) = plar, ..., an), se define como Y°7° . _ja;, _i,a .. Laln € A.

Diremos que a = (ay, . ..,a,) es un cero de p o que anula a P, si ev,(p) = 0.

Generalicemos ahora la Proposicién [1.34]

Proposiciéon 1.48. Sea A un anillo. Entonces el morfismo de A-dlgebras v, :
Alxy, ... xen] = A, dado por pan(p)(ai,. .. a,) = eV(ar,...an) (D) €S inyectivo si y
solo si A es infinito.

PRUEBA: Si A es finito, como A[x;] C Alxy,...,x,] tenemos que ¢ no es inyectivo.
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Supongamos ahora A infinito, probaremos por induccién que ¢g,, es inyectivo
para cualquier anillo B infinito. Si n = 1 es el contenido de la Proposicién [1.34]
Supongamos el resultado probado para n, lo probaremos para n + 1.

Sea p € ker(pant1) C Alzi,..., 7, y] Entonces la funcién ¢a,41(p) : A" —
A es constante igual a cero. Como Alzy,...,x,,y] = Alzy,...,2,]y], el morfismo
V(ar,an) : AlT1,...,2,] — A se extiende a un morfimo de algebras (4, . q,) :
Alzy, ... xn,y] = Alyl, que envia y a y (también podriamos directamente considerar
el morfismo que extiende x; — a;, y — ¥y, pero nos interesa ver a Alxy,...,x,, ]
como un anillo de polinomios en y).

Ahora bien, ev(a,, . a,) = ©Vanii ©U(ar,an) @ AlT1, ... 20,y] = A, por lo que
p € ker(pant1) siy solamente si g, . q.)(p) € ker(pa) para todo ai,...,a, € A.
Por la hipétesis de induccion, tenemos que (g, ... 4,)(p) = 0 para todo ay, ..., a, € A.

Escribamos explicitamente lo que acabamos de probar: como polinomio en y, P
puede escribirse como:
p=>_qy
i

donde ¢; € A[zy, ..., z,]. Entonces

0= 77Z)(al7...,an)(p) = Z(ev(m,...,an)(%))yi

i

Tenemos entonces que eV(ah,__,an)(qi) = 0 para todo 7, para todo ay,...,a, € A, es
decir ¢; € ker(pa,,). Aplicando la hipétesis de induccién ahora al anillo Afzy, ..., z,),
deducimos que ¢; = 0 para todo i, es decir p = 0. 0

Ejercicio 1.14. Es el momento de hacer el tutorial de Sage para polinomios en varias
variables (ejercicio para Sage m

4. Ejercicios para Sage

Ejercicio en Sagemath 1.15. Hacer el tutorial de Sage correspondiente a las sec-
ciones

(a) Assignment, Equality, and Arithmetic
https://doc.sagemath.org/html/en/tutorial /tour_assignment.html

(b) Getting Help y Functions, Indentation, and Counting
https://doc.sagemath.org/html/en/tutorial /tour_help.html

(¢) Basic Algebra and Calculus: Solving Equations
https://doc.sagemath.org/html/en/tutorial /tour_algebra.html#solving-equations

Ejercicio en Sagemath 1.16. Hacer el tutorial de Sage para anillos
https://doc.sagemath.org/html/en/tutorial /tour_rings.html
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Ejercicio en Sagemath 1.17. Realizar un hoja de trabajo en sage que implemente
la divisision entera.

Ejercicio en Sagemath 1.18. hacel el tutorial de Sage para polinomios en una
variable
https://doc.sagemath.org/html/en/tutorial /tour_polynomial. html#univariate-polynomials

Ejercicio en Sagemath 1.19. (1) Implementar el algoritmo de divisién de polino-
mios para algin cuerpo.

(2) Implementar el algoritmo para encontrar el méximo comun divisor de dos poli-
nomios, para algiun cuerpo.

Ejercicio en Sagemath 1.20. Completar el tutorial de Sage para anillos de poli-
nomios
https://doc.sagemath.org/html/en/tutorial /tour_polynomial. html



Capitulo 2
Conjuntos algebraicos

Mas adelante supondremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado, pero en
este capitulo trabajaremos sobre un cuerpo k cualquiera.

1. La topologia Zariski de k”

Definicién 2.1. Dado un conjunto de polimonios S C k[z1,...,x,], definimos el
congunto de los ceros comunes de S como el conjunto

V(X)={a=(ai,...,a,) eva(p) =0Vp €S}
Diremos que un subconjunto X C k™ es algebraico si X = V(S) para algin
consjunto S de polinomios.
Ejemplo 2.2. (1) V(0) = k"
(2) V(1) =0
(3) Si p € k[zy,...,x,], entonces el grafico de p es un conjunto algebraico de k™*:

Graf(p) = V({p € k[z1,..., 20, y],py — 1})

Observemos que estamos usando que p puede verse como un polinomio en
k[z1,..., 20,y
(4) Si S C D, entonces V(S) D V(D).

(5) Los conjuntos algebraicos de k son (), k y los conjuntos finitos.

Probaremos en 7?7 que los conjuntos algebraicos conforman los cerrados de una
topologia. Antes de ello, veamos algunas propiedades bésicas.

Lema 2.3. Sea X CKk[z1,...,z,]. Entonces V(X) =V()X)).

PRUEBA: Un elemento de (X) es de la forma p = Y ¢pi, con p; € X, ¢; €
k[z1,...,x,]. Deducimos que ev,(p) = > .o, eva(q)eva(p;). El resultado ahora es
facil. U

Lema 2.4. Sean X =V(I) e Y = V(J). Dos conjuttnos algebraicos. Entonces:
(1)XNY =V({IUlJ).
23
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(2)XUY =V({I)yn{(J)) =V(IJ), en donde IJ ={pg:p€l,qe J}.

PRUEBA:
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